4. Позиционные игры с полной информацией
Многие реальные конфликтные ситуации имеют длительный характер. Их участники действуют неоднократно и с учетом информации о предшествующем развитии конфликта. Для соответствующих моделей общие теоремы существования решения для игр в нормальной форме не позволяют находить или даже конкретизировать оптимальное поведение из-за большого числа возможных стратегий. Для решения динамических игр с конечным числом игроков часто удобно использовать позиционное представление игры. Наиболее простым классом позиционных игр является класс конечношаговых позиционных игр с полной информацией. В такой игре на каждом шаге игры делает ход лишь один игрок, имеющий полную информацию о текущем состоянии, всех  происходящих действиях и общей структуре игры. Это предположение обычно характеризуется как полная информация. Хорошо известными примерами таких игр являются шашки и шахматы.

Напомним пример 2 взаимодействия покупателя и продавца.

У продавца 2 стратегии: "честность" и "обман". У покупателя 2 стратегии: "поверить" и "проверить".

Матрицы выигрышей:
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Рассмотрим динамическую модификацию игры: пусть покупатель способен заметить, обвешивает его продавец или нет. То есть он выбирает свой вариант поведения, зная поведение продавца. Соответствующая схема изображена на рис.3.
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Интуитивно понятно, что рациональным поведением покупателя является выбор оптимального ответа, выделенного на рисунке. В свою очередь, продавец может выбрать оптимальную стратегию, зная реакцию покупателя. Ниже дается обобщение этого метода решения для любой игры с полной информацией. Приведем соответствующие формальные определения ([Мулен, 43]).
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Позиционной игрой с полной информацией называется следующая совокупность:
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В примере на рис.4 отмеченные крестиками вершины являются финальными. В вершине "0" ходит случай, в остальных – игроки "1", "2" и "3".

Чтобы определить исход позиционной игры, для каждой позиции любого игрока должна быть указана вершина, куда он перейдет. Введем для этого несколько понятий.
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В общем случае вероятность попасть в позицию 
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 задана условиями игры. Таким образом, для любого набора стратегий 
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Стратегия 
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 выделена на рис.5. Требуется найти 
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Запишите нормальную форму данной игры и подыгры, соответствующей случайному выбору правой альтернативы.

Набор стратегий 
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Алгоритм определения совершенного подыгрового равновесия

(алгоритм Куна)

Алгоритм Куна состоит из последовательных редукций игры 
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. На первом шаге мы рассматриваем множество таких нефинальных вершин 
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1) Если в данной вершине ходит игрок 
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2) Если в данной вершине ходит случай, то приписываем этой вершине среднее значение выигрыша среди возможных альтернатив:
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На втором шаге для полученной редуцированной игры аналогично шагу 1 находим множество нефинальных вершин 
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и т.д., пока очередное множество 
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На рис.7 показана игра двух игроков ("1" и "2"). У каждого есть две стратегии: 1 – выбрать левую вершину, 2 – выбрать правую вершину. Легко видеть, что совершенным подыгровым равновесием в данном случае является набор 
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Однако, в этой игре существует равновесие Нэша, более выгодное для игрока "2": он может использовать "стратегию наказания" (см. [Гермейер]) и при выборе игроком "1" второй стратегии выбирать не исход 
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, которая не является совершенным подыгровым равновесием.

Вообще для игр с полной информацией типична ситуация, когда совершенное подыгровое равновесие одно, а прочих равновесий Нэша, связанных со стратегиями наказания, много.

Рассмотрим следующее возмущение игры 
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: пусть в каждой позиции с некоторой достаточно малой вероятностью 
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 все игроки ошибаются (см. [Selten()]). В каждой позиции игрока 
[image: image147.wmf]a

 с вероятностью 
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 реализуется намеченная им альтернатива, а с вероятностью 
[image: image149.wmf]e

 происходит ход случая и равновероятно реализуется любая другая альтернатива. Обозначим через 
[image: image150.wmf]e

G

 указанную возмущенную игру. Очевидно, что множества стратегий остаются такими же, как в 
[image: image151.wmf]G

, и любая вершина исходной игры в возмущенной игре 
[image: image152.wmf]e
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 реализуется с положительной вероятностью при любых стратегиях игроков. 

т е о р е м а 6  Пусть в исходной позиционной игре 
[image: image153.wmf]G

 существует единственное совершенное подыгровое равновесие. Тогда для любого достаточно малого 
[image: image154.wmf]0
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 в игре 
[image: image155.wmf]e

G

 существует единственное равновесие Нэша, совпадающее с совершенным подыгровым равновесием исходной игры.

д о к а з а т е л ь с т в о  повторяет схему алгоритма Куна.

1 шаг) в точке равновесия Нэша при достаточно малых 
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 для любой предфинальной позиции выбирается альтернатива, соответствующая совершенному подыгровому равновесию. Поскольку каждое предфинальное состояние реализуется с положительной вероятностью, то стратегия, удовлетворяющая этому условию, дает строго больший выигрыш по сравнению с аналогичной стратегией, отличающейся выбором в предфинальных позициях. Далее аналогично рассматриваются (по индукции) вершины из 
[image: image157.wmf]2
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, 
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с л е д с т в и е  Пусть в позиционной игре 
[image: image159.wmf]G

 существует единственное совершенное подыгровое равновесие. Тогда игра в нормальной форме 
[image: image160.wmf](
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 разрешима по доминированию, а выигрыши 
[image: image161.wmf])
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, соответствующие совершенному подыгровому равновесию, задаются алгоритмом Куна.

В заключение приведем пример, когда совершенное подыгровое равновесие строго хуже для всех игроков, чем другой исход игры с полной информацией:
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